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Dla belki wieloprzesfowej przegubowej wyznaczy¢ reakcje i sporzadzic
wykresy sit przekrojowych. Zadanie rozwigzaé¢ analitycznie

SkN
10 \2kN
/] SkN/m
Vd
5 1
/1 - - /
/ -
/
/
AN
S 2 2 1 . 3 1 1 3

Statyczna niezmiennos¢ i geometryczna wyznaczalnosé uktadu:

Warunek ilosciowy geometrycznej niezmiennosci:

e=3t 9=3-3
gdzie:
e - ilos¢ wiezi elementarnych e e=9
t - ilo$¢ tarcz o t=3

Warunek ilosciowy spetniony.




Warunek jakosciowy niezmiennosci uktadu:

a2 @,3

Korzystajac z twierdzenia o 2 tarczach (tarcze potaczone s 3 niezbieznymi ani nie réwnolegtymi

wieziami) mozna stwierdzi¢, ze tarcze 0-1 tworzg uktad geometrycznie niezmienny. Poniewaz tarcza 0 jest
ostoja tak wiec tarcze 1 takze traktujemy rowniez jako ostoje.

Ponownie korzystamy z twierdzeniach o 2 tarczach. Tym razem tarcza 2 jest potgczona 3 wieziami

nieréwnolegtymi i niezbieznymi z tarczg 0 (0-1). Tarcze (0-1)-2 traktujemy jako ostoje.

Po raz trzeci nalezy skorzystaé z twierdzenia o 2 tarczach. Sytuacja sie powtarza.

Warunek jakosciowy spetniony.

TARCZE 0-1-2-3 TWORZA UKtAD GEOMETRYCZNIE NIEZMIENNY ORAZ
STATYCZNIE WYZNACZALNY



Rozwiazanie belki metoda bezposrednia:

Rozktad sit i reakcji na 2 sktadowe:

tga =tg45° =1
Rpx = Rpy

X2 472 = (10v2)2
tga =tg45° =1

X=Y
X%+ X% =200
X =10
Y =10

Wyznaczenie reakgcji:

»M =0
ZMi” =0
YM, =0
X=0

YY=0



10-2+4-R¢—5-Rc=0 R¢ = 20kN
5.-4-2+5-2+154+4-Rgy +10-10+4-Rc —13-Rc =0 Rpy = Rpx = 3,75kN
~Mp+5-9-45+5-7+15+9-Rgy +10-15+4-Rc — 18-Rc =0 M, = 156,25kNm
Hp + Rgy —10 =0 Hp = 6,25kN

Sprawdzenie:

ZM1=0
—-156,25+4+43,75-5-5:-5-25+5-2+
+154+5-4:24+4-3,754+10-10+4-20—-20-13 =0

478,75 —478,75=0

Obliczenia wykonane poprawnie.



Rozwiazanie metoda rozbicia na belki proste:

Wyznaczenie reakcji w belce lll:

XM; =0
ZMCZO
10:24+4-Rc—5-Rc=0 R¢ = 20kN

—5-V,—10-3+4-Rc =0 V, = 10kN



Wyznaczenie reakcji w belce II:

XM; =0

ZMBZO
5-2415+5-4-2+4-Rgy —10-8=0 Rgy = 3,75kN
4.V, -5:-24+15-5-4:2-10:4=0 V; = 18,75kN

Wyznaczenie reakcji w belce I:

>2Y=0

XMy =0
-V, +5:-5+18,75=0 Vy = 43,75kN

—Mp +5-5-25+1875-5=0 M, = 156,25kN



Momenty:

Dla belki I:

x1 € (0,5) z prawej

M(x;) = —156,35 + 43,75 - x; — 5/2 - X,
M(0) = —156,35kNm

M(2,5) = —62,5kNm

M(5) = OkNm
Dla belki IlI:

X, € (0,2) z prawej

M(x,) = 18,75 -x, — 5/2 - x,°
M(0) = OkNm

M(1) = 16,25kNm

M(2) = 27,5kNm

X3 € (2,4) z prawej
5 5
M(Xg) = 18,75'X3 _E‘XE}Z +15_5(X3 _2)_5()(3 _2)2

M(2) = 42,5kNm
M(3) = 41,25kNm

M(4) = 40kNm



x4 € (0,4) z lewej
M(X4_) =10- Xy
M(0) = OkNm

M(4) = 40kNm

Dla belki lll:

x5 € (0,2) z prawej
M(x5) = —10 - xg
M(0) = OkNm

M(2) = —20kNm

Xg € (2,5) z prawej
M(X6) =-10- Xe — 10 - (X6 - 2)
M(2) = —20kNm

M(2) = —80kNm

Sity tnace:

x1 € (0,7) z prawej
T(xq) =43,75—-5-x;
T(0) = 43,75kN

T(7) = 8,75kN



X, € (7,9) z prawej
T(Xz) = 43,75 —-5. Xy — 5
T(7) = 3,75kN

T(9) = —6,25kN

x3 € (0,3) z lewej

T(Xg) = —20
T(0) = —20kN
T(3) = —20kN

X4 € (3,9) zlewej
T(x4) = —20+ 10
T(3) = —10kN

T(9) = —10kN

Sity osiowe:

x1 € (0,9) z prawej
N(x;) = —6,25
N(0) = —6,25kN

N(9) = —6,25kN

X, € (9,18) z prawej
N(x;) = —6,25 — 3,75
N(9) = —10kN

N(18) = —10kN



Wyznaczenie ekstremum:

Dla belki I:

x1 € (0,5) z prawej
M (x)=—-5-x+4375=0
x = 8,75

x & (0,5)

Dla belki Il:

X, € (0,2) z prawej
M(x) =-5-x+18,75=0
x = 3,75

x & (0,2)

X3 € (2,4) z prawej

M (x) = —=5x+ 13,75 =10
x =275

X € (2,4)

M(2,75) = 43,9kNm

Maksimum lokalne



Wykresy sit przekrojowych:

156,25
N MLKNm3
\\
\\ 275
\
\Ujé];t’li ““‘JW
42,5 40
43,9max
7,75
43,75 TLKN]
8,75
3,75
6,25 10
NLkN]
I
6,5 %}




Wyznaczenie wartosci reakcji R metoda kinematyczna

okN

10 \2kN
OKN/m

o
(o]

Schemat przemieszczen rzeczywistych:

L=0 L= —R-A +25-A +5-4,+20-A, —15-@+10-4, =0
A=A A A A
L= —R-A+25-A+5-2+20-2—15-=+10-A=0
A 2 2 4
A =3 5 15
L= —R+25+2+10-—+10=0
A3:A
5 15
Ay =A R=25+>+10—— +10
2 4
(p:tan(pZ% R = 43,75



Wyznaczenie wartosci Ma metoda kinematyczna
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Schemat przemieszczen rzeczywistych:

L=0 L= -M-@—-M-@+10-A,+5-A; +10-A3 —15- @ +10-Ag =0
A=A A A A A A
L= -M-=—M-=+10-=+5-A+10-=—15-=+10-2A =0
A 2 2 2 2 2
b =35 15
L=-M+54545—-——+4+20=0
A 2
Ay =3 5 15
M=25+5+10~—+10
A, = 2A 4
A = 2 M = 27,5
. A
¢ =tan@ =



Rame o schemacie statycznym przedstawionym na rysunku rozwigzaé¢
metoda analityczng. Sprawdzi¢ rownowage zaznaczonego wezfa.

okN

40kNm 10kN/m &

SKN/m

o—

Statyczna niezmiennos¢ i geometryczna wyznaczalnosé uktadu:

Warunek ilosciowy geometrycznej niezmiennosci:

e=3t 9=3-3
gdzie:
e - ilos¢ wiezi elementarnych e e=9
t - ilo$¢ tarcz o t=3

Warunek ilosciowy spetniony.




Warunek jakosciowy niezmiennosci uktadu:

(1,3

Korzystajgc z twierdzenia o 3 tarczach mozna stwierdzi¢, ze tarcze 1-2-3 tworzg uktad
geometrycznie niezmienny.

Nastepnie korzystajac z twierdzenia o 2 tarczach, tarcza (1-2-3) tworzy z tarcza 0 jedng tarcze.
Tarcza O jest ostojg stad catos$¢ traktujemy jako ostoje.

Warunek jakosciowy spetniony.

TARCZE 0-1-2-3 TWORZA UKtAD GEOMETRYCZNIE NIEZMIENNY ORAZ
STATYCZNIE WYZNACZALNY



Rozwiazanie ramy:

Wyznaczenie reakgji:

ZMAZO

XM =0

YX =0
—-40+4+R-8-5-5:-55-5:7—-3:-10-1,5=0 R = 32,1875kN
—-40+4+5-5:-25-V:-8-5-7—-3-10-95=0 V =—-37,1875kN
—-5—H=0 H = —-5kNm

Sprawdzenie:

YY=0
32,1875—5-5—37,1875+10-3 = 0

62,1875 — 62,1875 =0

Obliczenia wykonane poprawnie.



Otwarcie komory zamknietej:

Obliczenie sit:
YME=0

S, = —12,3047kN
S, -8+32,1875-5—-5-5-25=0

4 S, +3 S, = —9,2285kN
3



Momenty:

Dla fragmentu 2-A:

M(Xl) = —12,3047 * Xq
M(0) = OkNm

M(3) = —36,91kNm

Xz € (3,8)

M(x;) = —12,3047 - x, + 32,1875« (x, —3) =5 - (x — 3) (22_—3>
M(3) = —36,91kNm

M(4) = —19,53kNm

M(6) = 0,23kNm

M(7) = 2,62kNm

M(8) = OkNm



X3 € (8,11)
M(x3) = —12,3047 - x5 + 32,1875 - (x3 — 3) — 25 - (x3 — 8 + 2,5)
M(8) = 0kNm

M(11) = —15,35kNm

Dla fragmentu 3-C: Dla fragmentu D-C:
x; € (0,8) x; € (0,3)
M(x1) = —40 + 12,3047 - x4 M(x)) = 10 -x; -2
M(0) = —40kNm M(0) = OkNm
M(8) = 58,44kNm M(1) = 5kNm
M(2) = 20kNm
Dla fragmentu E-C: M(3) = 45kNm
x; € (0,3) Dla fragmentu 2-3:
M(x1) = =5 - x;
M(0) = OkNm x; € (0,5)
M(8) = —15kNm M(x,) = 0
M(0) = OkNm
M(5) = OkNm

Sity tnace:

Dla fragmentu 2-A:

x1 € (0,3)
T(x,) = —12,3047
T(0) = —12,30kNm

T(3) = —12,30kNm



X2 € (3,8)

T(x,) = —12,3047 + 32,1875 -5 -x, + 15

T(3) = 19,88kNm

T(8) = —5,12kNm

X3 € (8,11)

T(x3) = —12,3047 + 32,1875 — 25

T(8) = —5,12kNm

T(11) = —5,12kNm

Dla fragmentu 3-C:

x1 € (0,8)
T(x1) = 12,3047
T(0) = 12,30kNm

T(8) = 12,30kNm

Dla fragmentu E-C:

%, € (0,3)
T(x;) = =5

T(0) = —5kNm
T(3) = —5kNm

Dla fragmentu D-C:

x1 € (0,3)
T(Xl) =10- Xq
T(0) = OkNm

T(3) = 30kNm

Dla fragmentu 2-3:

% € (0,5)
M(x;) = 0
M(0) = OkNm

M(5) = OkNm



Dla fragmentu A-C:

x; € (0,5)
T(x,) = 9,2285 — 5
T(0) = 4,23kNm

T(5) = 4,23kNm

Dla fragmentu 2-A:

x; € (0,11)
N(x;) = 9,2285
N(0) = 9,23kNm

N(11) = 9,23kNm

Dla fragmentu 3-C:

X1 € (0,8)
N(x;) = —9,2285
N(0) = —9,2285kNm

N(8) = —9,2285kNm

Dla fragmentu E-C:

X1 € (0,3)
N(Xl) =0
N(0) = OkNm

N(3) = 0OkNm

Sity osiowe:

Dla fragmentu D-C:

x1 € (0,3)
N(Xl) =0
N(0) = O0kNm

N(3) = 0kNm

Dla fragmentu 2-3:
X, € (0,5)
T(x;) = 15,3809

T(0) = 15,38kNm

T(5) = 15,38kNm

Dla fragmentu A-C:

x1 € (0,5)

T(x;) = 12,3047 — 32,1875 + 25 +

37,1875
T(0) = 42,30kNm

T(5) = 42,30kNm



Wyznaczenie ekstremum:

Dla fragmentu 2-A:

X, € (3,8)

M'(x) = 34,8828 — 5 - x
X = 6,98

X € (3,8)

M(6,98) = 2,62

Maksimum lokalne

Sprawdzenie wezta C:

YM = 0? YX =0? YY =0?
58,44 + 1,56 — 15 — 45 = 0 9,23-5-423=0 123+30-423=0

60—-60=20 9,23-923=0 42,3-423=0



Wykresy sit przekrojowych:
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Wyznaczenie wartosci reakcji R metoda kinematyczna
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Wyznaczenie Srodkéw obrotu:




Schemat przemieszczen obrdconych i rzeczywistych:

L=0 L= —R-Ay +125-Ag —20-A; —15-Ag —5-Ac = 0
A = 1,64 L= —R-1,64+125-1,03—-20-1,64—15-2,26—5-1,44 =0
Ag = 1,03 L= —R-1,64+12875—-328-339—-72=0
Ap = 1,64 R-1,64=—61,025
Ap = 2,26 R=-37,21



Wyznaczenie wartosci Ta metoda kinematyczna
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Wyznaczenie srodkow obrotu:



Schemat przemieszczen rzeczywistych:

L= L=T-A+T-Ay—125-A3—15-Az+5-Ag —5-Ap = 0
A; = 0,20 L=T-1,7-125-03-15-03+5-1-5-0,8=0

Ay = 1,50 L=T-1,7-375-45+5-4=0

Ap = 0,80 T-1,7 = 7,25

Ap = 0,30 T = 4,26

Ag = 1,00

Ag = 0,30



Dla kratownicy o podanym schemacie statycznym:

Statyczna niezmiennos¢ i geometryczna wyznaczalnosé uktadu:

Warunek ilosciowy geometrycznej niezmiennosci:

r+p=2w 4+16=2-10
gdzie:
r - ilos¢ wiezi reakcji podporowych o r=4
p - ilos¢ pretéw e p=16
w- ilo$¢ wiezi e w=10

Warunek ilosciowy spetniony.




Warunek jako$ciowy niezmiennosci uktadu:

Korzystajgc z twierdzenia o 3 tarczach (3 tarcze potgczone sg parami dwiema wieziami)
mozna stwierdzi¢, ze tarcze 0-1-2 tworzg uktad geometrycznie niezmienny. Poniewaz tarcza O jest
ostoja tak wiec tarcze 1-2 takze traktujemy réwniez jako ostoje.

Warunek jakosciowy spetniony.

TARCZE 0-1-2 TWORZA UKtAD GEOMETRYCZNIE NIEZMIENNY ORAZ
STATYCZNIE WYZNACZALNY



Wyznaczy¢ sity we wszystkich pretach graficzng metoda

rownowazenia weztow (sposdb Cremony):

Rozktad sit i reakcji na 2 sktadowe:

Rpx = Rgy
2

TX - §Ty
2

SX = §Sy

Wyznaczenie reakgcji:

M =0
»MM =0
$X=0
YY=0
V+Ty+5S =0

H+TX—SX:O



Rpx-8+20-64+3-Ty+2-Ty =0
10-3—Sy-3—5,-2=0
Ry—10+ Ry + Sy —Tx =0

10+ Rey +20+ Sy + Ty =0

V+Ty+S, =0

H+TX_SX=O

Sprawdzenie:

ZMCZO
75:-8+20:6—-35-64+10:-3=0

210-210=0

Obliczenia wykonane poprawnie.

REY = REX = 7,5kN

SX = 7,5kN Sy = SkN

R, = —32,5kN

Ty = —30kN Ty = —45kN

V =37,5kN

H = 35kN



Cremona:

ADO = -9,01

AOB = +12,50
AEN = —-23,33
ANO = +33,05
ANM = —-33,05
AMB = +49,17
AEL = —54,08
ALM = -21,03

AGL = 49,01
AAI = 4+32,5
AIH =0

Al =0

AJG = +10
AAK = +32,5
AKJ =0

AKL = +9,01



Wyznaczy¢ sity we wskazanych pretach metoda analityczna

(metoda przeciec):




XM =0

—-325:-3+K-3=0

K=32,5
XMy =0

2F
F, = —

V13

3F
FY:_

V13
75-4+20-2+F -3+F-2=0
F=-21,03
YY=0
. _3D
Y V13
7,5 3D+20—0
" V13
D =33,05

Sprawdzenie analityczne rownowage wyznaczonego wezta:

12X=0
2Y=0
-10+10=0
75—-75=0

Obliczenia wykonane poprawnie



Wyznaczenie sity K metoda kinematyczna:
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Wyznaczenie Srodkéw obrotu:



Schemat przemieszczen rzeczywistych:

L=0 L=K-Apy —10-Ay —10-Apx +20-A; = 0
Ay = 2,22 L=K-1,78—-10-222-10-4,15+20-0,3 =0
A = 0,3 L=K-1,78—-222—-415+58=0

Apx = 4,15 K-1,78 = 57,9

ADY = 1,78 K= 32,53



